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L'usage de la calculatrice est autorisé.

Ce sujet comporte 4 problèmes indépendants. Veillez à rédiger chacun d'entre eux sur des copies séparées.

Copie n�1 :, Copie n�2 :, Copie n�3 :, Copie n�4 :

Bien préciser en haut de la copie votre nom, prénom, classe et numéro de la copie.

Problème 1 Transport de l'information dans une �bre à
saut d'indice

Ce problème concerne l'étude de la propagation de la
lumière dans une �bre optique dans le cadre de l'optique
géométrique.
Une �bre optique à saut d'indice, représentée sur la �-

gure suivante est formée d'un c÷ur cylindrique en verre
d'axe (Ox), de diamètre 2a et d'indice n entouré d'une
gaine optique d'indice n1 légèrement inférieur à n. Les
deux milieux sont supposés homogènes, isotropes, trans-
parents et non chargés. Un rayon situé dans le plan (xOy)
entre dans la �bre en O avec un angle d'incidence θ.
Les rayons lumineux sont supposés issus d'une radiation

monochromatique de fréquence f , de pulsation ω et de
longueur d'onde λ dans le milieu constituant le c÷ur.

1. Les di�érents angles utiles sont représentés sur la �-
gure suivante.
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À quelle condition sur i, l'angle d'incidence à l'inter-
face c÷ur/gaine, le rayon reste-t-il con�né à l'intérieur
du c÷ur ?
On note il l'angle d'incidence limite.

2. Montrer que la condition précédente est véri�ée si
l'angle d'incidence θ est inférieur à un angle limite

θl dont on exprimera le sinus en fonction de n et il.
En déduire l'expression de l'ouverture numérique
ON = sin θl de la �bre en fonction de n et n1 unique-
ment.

3. Donner la valeur numérique de ON pour n = 1, 50 et
n1 = 1, 47.

On considère une �bre optique de longueur L. Le rayon
entre dans la �bre avec un angle d'incidence θ variable
compris entre 0 et θl. On note c la vitesse de la lumière
dans le vide.

4. Pour quelle valeur de l'angle θ, le temps de parcours
de la lumière dans la �bre est-il minimal ? maximal ?
Exprimer alors l'intervalle de temps δt entre le rayon
de parcours minimal et maximal en fonction de L, c,
n et n1.

5. On pose 2∆ = 1 − (n1/n)2. On admet que pour les
�bres optiques ∆� 1.
Donner dans ce cas l'expression approchée de δt en
fonction de L, c, n et ∆.
On conservera cette expression de δt pour la suite du
problème.

On injecte à l'entrée de la �bre une impulsion lumineuse
d'une durée caractéristique t0 = t2−t1 formée par un fais-
ceau de rayons ayant un angle d'incidence compris entre 0
et θl. La �gure suivante représente l'allure de l'amplitude
A du signal lumineux en fonction du temps t.

6. Reproduire la �gure en ajoutant à la suite l'allure du
signal lumineux à la sortie de la �bre.
Quelle est la durée du temps caractéristique t′0 de
l'impulsion lumineuse en sortie de la �bre ?
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Le codage binaire de l'information consiste à envoyer des
impulsions lumineuses (appelées �bits�) périodiquement
avec une fréquence d'émission F .

7. En supposant t0 négligeable devant δt, quelle condi-
tion portant sur la fréquence d'émission F exprime
le non-recouvrement des impulsions à la sortie de la
�bre optique ?

Pour une fréquence F donnée, on dé�nit la longueur maxi-
male Lmax de la �bre optique permettant d'éviter le phé-
nomène de non recouvrement des impulsions. On appelle
bande passante de la �bre le produit B = Lmax × F .

8. Exprimer la bande passante B en fonction de c, n et
∆.

9. Calculer la valeur numérique de ∆ et de la bande
passante B (exprimée en MHz.km) avec les valeurs n
et n1 données dans la question 3.
Pour un débit d'information de F = 100 Mbits.s−1 =
100 MHz, quelle longueur maximale de �bre optique
peut-on utiliser pour transmettre le signal ?
Commenter la valeur de Lmax obtenue.

Fin du problème 1

Problème 2 Étude d'un condensateur

Les parties A et B du problème sont indépendantes

A. Condensateur plan

Deux plans parallèles, in�niment étendus dans les direc-
tions x et y, de côtes −e/2 et e/2 sur l'axe Oz, possèdent
respectivement une densité surfacique de charges −σ et
+σ.

1. Quelle est la direction du champ électrique
−→
E ?

De quelle(s) coordonnée(s) dépend-il ?
Quel est l'e�et sur

−→
E d'un changement de z en −z ?

2. En appliquant le théorème de Gauss à une surface
judicieusement choisie, déterminer

−→
E , champ électro-

statique total, en tout point de l'espace en dehors des
plans.

3. Déterminer la di�érence de potentiel, U = V + − V −,
entre les deux armatures en fonction de σ, e et ε0

(permittivité du vide).
On utilisera le potentiel V + pour la surface chargée
avec la densité surfacique +σ.

4. En introduisant l'aire S des armatures, exprimer la
tension U en fonction de q, e, S et ε0 ; puis donner la
valeur de la capacité du condensateur ainsi dé�ni en
fonction de S, e et ε0.

5. Calculer la capacité d'un condensateur dont les arma-
tures sont des carrés de d = 10, 0 cm de côté, séparés
par une distance e = 1, 00 cm.
On donne ε0 = 8, 85.10−12 F.m−1.
Commenter cette valeur en la comparant à celles des
capacités des condensateurs utilisés en électrociné-
tique.

6. À quelle condition les plans peuvent-ils être considérés
comme in�niment étendus ?

B. Oscillateur de Wien

Le condensateur étudié précédemment est inséré dans
un montage électronique dont la fréquence de fonction-
nement est dépendante de la capacité calculée en partie
A. Aucun résultat de la partie précédente n'est nécessaire
pour répondre aux questions suivantes.

B.1. Filtre de Wien

On considère le �ltre dit de Wien ci-après où les ré-
sistances R sont identiques ainsi que les capacités C des
condensateurs.
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7. Le �ltre est alimenté par une tension d'entrée ue(t) =
Ue cos (ωt). À la sortie, on a alors une tension us(t) =
Us cos (ωt+ ϕ). Il n'y a pas d'impédance de charge à
la sortie (tension à vide). On associe à ces tensions les
grandeurs complexes : ue(t) = Uee

jωt avec Ue = Ue
et us(t) = Use

jωt avec Us = Use
jϕ.

Établir la fonction de transfert sous la forme :

H

(
j
ω

ω0

)
=

A

1 + jQ
(
ω
ω0
− ω0

ω

)
en précisant les valeurs de A, de Q et l'expression de
ω0 en fonction de R et C.

8. Après avoir fait une étude asymptotique de cette fonc-
tion de transfert, tracer son diagramme de Bode,
en gain GdB et en phase ϕ, (en coordonnées semi-
logarithmiques, on utilisera la coordonnée réduite x =
ω/ω0 ; on donne log 3 ≈ 0, 5).

9. Le �ltre est à présent alimenté par une tension d'en-
trée quelconque, dont la valeur instantanée est ue(t).
Établir l'équation di�érentielle liant us à ue.

B.2. Oscillateur

Le �ltre de Wien est couplé à un ampli�cateur opéra-
tionnel (AO) parfait dont le fonctionnement est supposé
linéaire. Aucun générateur n'est présent dans le montage.

us ue
R

C
C
R

8

+

R1

R2

10. Qu'appelle-t-on ampli�cateur opérationnel �parfait�
(ou �idéal�) ?
Que signi�e l'expression �fonctionnement linéaire� ?

11. Établir la relation entre V −, potentiel à l'entrée in-
verseuse de l'AO et ue en fonction de R1 et R2.

12. En déduire que l'équation di�érentielle véri�ée par
us(t) est :

üs(t) +
ω0

Q

[
1−A

(
R1 +R2

R1

)]
u̇s(t) + ω2

0us(t) = 0

13. À quelle condition la solution de cette équation est-
elle purement sinusoïdale ?

14. Que se passe-t-il si le terme 1−A
(
R1+R2
R1

)
est stric-

tement négatif ?
Quel est alors le mode de fonctionnement de l'AO?

Fin du problème 2
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Problème 3 Cycles moteurs de Carnot, Beau de Rochas
et Stirling

On compare les e�cacités des cycles moteurs de Car-
not, Beau de Rochas et Stirling. Ce dernier cycle présente
des caractéristiques intéressantes, notamment un faible ni-
veau de pollution, une durée de vie élevée et une excellente
e�cacité.
Constante des gaz parfaits : R = 8, 314 J.mol−1.K−1

A. Entropie d'un gaz parfait

Le rapport γ des capacités thermiques isobare et iso-
chore d'un gaz parfait est 1, 67 pour un gaz monoatomique,
tel que l'argon, et 1, 4 pour un gaz diatomique, tel que l'air.

1. Établir l'expression de la variation élémentaire de
l'entropie d'un gaz parfait monoatomique en fonction
de sa température T et de sa pression P .
Montrer que l'entropie du gaz peut s'écrire :

S = α (− lnP + β lnT + Cte)

α étant un coe�cient que l'on exprimera, en fonction
du nombre n de moles et de la constante R des gaz
parfaits, et β un facteur que l'on déterminera.
La constante Cte qui apparaît dans la formule précé-
dente a pu être déterminée expérimentalement à l'aide
du graphe Cp (T ) donnant la capacité thermique mo-
laire de l'argon gazeux, sous 1 bar, en fonction de la
température.
Comment accède-t-on à l'entropie à partir de Cp (T ) ?

2. Dans le cas d'un gaz parfait diatomique, β = 7/2.
En déduire la relation entre la pression et la tem-
pérature d'un gaz parfait diatomique au cours d'une
évolution isentropique.

B. Cycle de Beau de Rochas et Otto

Dans un moteur à explosion, le �uide, de masse m =
2, 9 g, assimilé à un gaz parfait diatomique, de masse mo-
laire M = 29 g.mol−1, suit une évolution cyclique réver-
sible ABCD, constituée de deux portions isentropiques,
AB et CD, séparées par deux portions isochores, BC et
DA. Le cycle n'est plus ditherme : il y a mise en contact
du �uide avec une succession de sources chaudes et froides.
Les températures et les pressions aux points A et C sont :
TA = 290 K, PA = 1 bar, TC = 1450 K et PC = 40 bar.
En outre, le taux de compression αv = VA/VC est égal

à 8.

3. Quelle équation relie la pression et le volume le long
des courbes AB et CD ?
Calculer les pressions, en bar, PB et PD en B et D
respectivement, ainsi que les volumes en litre en ces
points.

4. Représenter le cycle ABCD dans le diagramme de
Clapeyron (P , V ).
Justi�er le sens de description du cycle.

5. Calculer le travail et la chaleur algébriquement reçus
par le gaz sur chaque portion du cycle.
Véri�er l'existence d'une relation simple entre toutes
les grandeurs calculées.

6. Quelle est l'e�cacité ηBO de ce cycle moteur, c'est-
à-dire le rapport du travail fourni au milieu extérieur
sur la chaleur reçue de la part des sources chaudes
représentées sur la portion BC du diagramme ?
Comparer ηBO à l'e�cacité ηC d'un cycle moteur di-
therme fonctionnant entre les températures TA et TC .
Commenter.

C. Cycle de Stirling

Dans un cycle de Stirling, une même masse d'air (m =
2, 9 g) suit une évolution cyclique réversible A′B′C ′D′,
constituée de deux portions isothermes A′B′ et C ′D′ sépa-
rées par deux portions isochores B′C ′ et D′A′. Les tempé-
ratures et les pressions aux points A′ et C ′ sont les mêmes
qu'aux points A et C respectivement. Le taux de compres-
sion (αv = VA/VC) est aussi le même que précédemment.

7. Quelle équation relie la pression et le volume le long
des courbes A′B′ et C ′D′ ?
En déduire les pressions PB′ ' et PD′ , en B′ et D′,
respectivement.

8. Représenter le cycle A′B′C ′D′ dans le diagramme de
Clapeyron.
Comparer ce diagramme au précédent.

9. Calculer le travail et la chaleur reçus (algébriquement)
par le gaz sur chaque portion du cycle.

10. Les échanges thermiques au cours des évolutions iso-
chores se font à l'aide d'un régénérateur interne à la
machine. Les seuls échanges thermiques avec l'exté-
rieur ont lieu pendant les phases isothermes.
Quelle est l'e�cacité ηS de ce cycle moteur, c'est-à-
dire le rapport du travail fourni au milieu extérieur
sur la chaleur reçue de la part des sources chaudes
représentées sur la portion C ′D′ du diagramme ?
Comparer ηS à ηBO et ηC .

Fin du problème 3
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Problème 4 Dynamique en référentiel tournant

Rappels concernant les changements de référentiels :

Dans un référentiel R en mouvement accéléré par rapport
à un référentiel galiléenRG, un point matérielM de masse
m est soumis aux forces d'inertie de Coriolis

−→
F ic et d'en-

traînement
−→
F ie .

Dans le cas où le référentiel R a un mouvement de rota-
tion uniforme de vecteur −→ω autour d'un axe �xe (∆) par
rapport à RG, on a :
•

−→
F ic = −2m−→ω ∧ −→v r où −→v r désigne la vitesse du

mouvement relatif de M dans R.
•

−→
F ie = −m−→a e (M) où −→a e (M) désigne l'accéléra-

tion d'entraînement du point M donnée par −→a e (M) =
−ω2−−→HM , H étant la projection orthogonale du point M
sur l'axe (∆).

Au cours de ce problème, nous envisagerons deux situa-
tions di�érentes d'un petit anneau M de masse m, consi-
déré comme ponctuel, soumis à la pesanteur et susceptible
de se déplacer sans frottements le long d'une tige OA,
de longueur l, e�ectuant des mouvements de rotation ca-
ractérisés par une vitesse angulaire ω constante autour
d'un axe �xe vertical (∆) passant par son extrémité O.

Le référentiel lié au laboratoire sera considéré comme ga-
liléen.

L'espace est rapporté au repère cartésien (O, ~ex, ~ey, ~ez)
lié au laboratoire et tel que :
~ex : vecteur unitaire de l'axe horizontal Ox.
~ey : vecteur unitaire de l'axe horizontal Oy.
~ez : vecteur unitaire de l'axe vertical Oz.

On pourra lors des calculs vectoriels utiliser les vecteurs
unitaires ~er, ~eθ et ~eT dé�nis de la manière suivante :
~er : vecteur unitaire du plan (Oxy) dirigé suivant la pro-
jection de la tige dans le plan (Oxy) et orienté dans le sens−→
OA de la tige.
~eθ : vecteur unitaire du plan (Oxy), perpendiculaire au
vecteur ~er et tel que le repère (O, ~er, ~eθ, ~ez) soit un repère
direct.
~eT : vecteur unitaire de la tige et orienté de O vers A.

A. La tige OA est dans le plan horizontal

La tige OA se trouve dans le plan horizontal (xOy) et
tourne autour de l'axe vertical (∆) à la vitesse angulaire
constante ω. L'axe (∆) est ainsi confondu avec l'axe Oz.
Dans ce cas on a donc : ~er = ~eT .
L'anneau est libéré sans vitesse initiale par rapport à la

tige à une distance r0 du point O (0 < r0 < l).

On repère la position de l'anneau sur la tige par la dis-
tance r entre le point O et l'anneau M (r = OM).

y
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Mq=wt
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(D)
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L'étude est menée dans le référentiel lié à la tige.

1. L'anneau est soumis à son poids, aux forces d'inertie
et à la réaction de la tige.
Faire un schéma sur lequel apparaissent ces forces.
Écrire l'expression vectorielle du poids et des forces
d'inertie en fonction de m, g, ω, r et des vecteurs uni-
taires dé�nis précédemment.
Quels sont les vecteurs unitaires qui portent les com-
posantes de la réaction de la tige ?

2. En appliquant le principe fondamental de la dy-
namique, établir l'équation di�érentielle véri�ée par
r(t).

3. Intégrer cette équation di�érentielle en prenant en
compte les conditions initiales dé�nies précédemment
et déterminer la solution r(t) en fonction de r0, ω et
t.

4. En déduire l'expression du temps τ que va mettre
l'anneau pour quitter la tige.
On exprimera τ en fonction de r0, l et ω.

5. Déterminer l'expression de la vitesse −→v f , calculée
dans le référentiel lié à la tige, de l'anneau lorsqu'il
quitte la tige en fonction de r0, l, ω et d'un ou plu-
sieurs des vecteurs unitaires dé�nis précédemment.
En déduire l'expression de la vitesse −→v ′f , calculée
dans le référentiel lié au laboratoire, de l'anneau lors-
qu'il quitte la tige en fonction de r0, l, ω et d'un ou
plusieurs des vecteurs unitaires dé�nis précédemment.

B. La tige fait un angle α quelconque avec l'axe

(∆)

La tige OA fait maintenant un angle α (α < π
2 rad) avec

l'axe (∆). La tige tourne autour de (∆) avec la vitesse
angulaire constante ω. On repère la position de l'anneau
sur la tige par la distance r entre le point O et l'anneau
M (r = OM). L'anneau est libéré sans vitesse initiale par
rapport à la tige à une distance r0 du point O (r0 < l).
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L'étude est menée dans le référentiel lié à la tige.

6. L'anneau est soumis à son poids, aux forces d'inertie
et à la réaction de la tige.
Faire un schéma sur lequel apparaissent ces forces.
Écrire l'expression vectorielle du poids et des forces
d'inertie en fonction de m, g, ω, r, α et des vecteurs
unitaires dé�nis précédemment.

7. En appliquant le principe fondamental de la dy-
namique, établir l'équation di�érentielle véri�ée par
r(t).

8. Intégrer cette équation di�érentielle en prenant en
compte les conditions initiales dé�nies précédemment
et déterminer la solution r(t) en fonction de r0, α, g,
ω et t.

9. Déterminer la position d'équilibre réq de l'anneau sur
la tige.
Exprimer réq en fonction de ω, α et g.
Montrer qu'il ne peut exister une position d'équilibre
de l'anneau sur la tige OA que si la vitesse angulaire
ω est supérieure à une valeur seuil ω0 que l'on déter-
minera.
Exprimer ω0 en fonction de α, g et l.

10. On se place dans le cas où ω > ω0, l'anneau étant dans
sa position d'équilibre. On écarte légèrement l'anneau
de cette position d'équilibre.
Déterminer, en la justi�ant, l'orientation de la résul-
tante des forces appliquées à l'anneau ?
En déduire si l'équilibre est stable ou instable.

Fin du problème 4
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